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Аннотация: Методами спектрального анализа случайных процессов, теории функций 
комплексного переменного и с использованием стохастических дифференциально – 
разностных уравнений получены явные формулы для спектральной характеристики и 
оптимального линейного оператора фильтрации с прогнозом для стохастических L-
марковских процессов. Построен интересный для технических приложений пример 
оптимального оператора фильтрации с прогнозом для L-марковского процесса с 
квазирациональной спектральной плотностью, обобщающей рациональную. Показано, что 
оператор фильтрации с прогнозом представляет собой сумму линейной комбинации 
значений принимаемого сигнала в некоторые моменты времени и интеграла от 
экспоненциально затухающей весовой функции. 
Ключевые слова: случайный процесс, L-марковский процесс, фильтрация с прогнозом, 
спектральная характеристика, оператор фильтрации. 

 

Введение. Фильтрация случайных процессов находит широкое 

применение в радиоэлектронике, телекоммуникациях, при обработке 

сигналов в системах управления, навигации, радиолокации, в физике 

полупроводников, при медицинской диагностике, в финансовом и 

инвестиционном менеджменте и т.д [1,2]. 

Значение оператора фильтрации с прогнозом особенно актуально в 

условиях растущего объема данных, развития цифровых технологий и 

потребности в адаптивных системах управления и анализа, где важно не 

только оценивать текущее состояние объекта, но и предсказывать его 

поведение. Прогноз повышает устойчивость и быстродействие системы. 

Фильтрация с прогнозом обеспечивает оценку состояния даже при неполных 

или зашумленных измерениях, что особенно ценно в сложных технических и 

природных условиях. В задачах цифрового моделирования и управления 

оператор фильтрации с прогнозом применяется для мониторинга и 
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оптимизации технологических процессов, помогает уточнять состояние 

модели в режиме реального времени и оперативно реагировать на изменения. 

В теории случайных процессов фильтрация заключается в определении 

состояния изучаемой системы по неполному и потенциально зашумленному 

набору наблюдений, например, в навигации фильтрация дает возможность 

определить истинное местоположение объекта по зашумленным 

спутниковым данным. 

Использование L-марковских процессов, обобщающих марковские 

процессы, позволяет более точно моделировать, отфильтровывать и 

прогнозировать поведение сложных систем. 

Известный специалист в области теории вероятностей и случайных 

процессов Е. Вентцель дала следующее образное определение марковского 

процесса: ««Будущее» марковского процесса зависит от «прошлого» лишь 

через «настоящее»», имея ввиду, что прогнозное значение марковского 

процесса определяется его значением в последний известный исследователю 

момент времени. По аналогии с вышесказанным, опираясь на определение L-

марковского процесса, впервые данное в [3,4], можно дать следующее 

подобное определение: «Будущее L-марковского процесса зависит от его 

прошлого лишь через их общую L-границу». Здесь имеется ввиду, что 

прогнозное значение L-марковского процесса определяется его значениями в 

конечном интервале, предшествующем моменту упреждения. 

Целью данной работы является вывод явной формулы линейного 

оператора фильтрации с прогнозом для L-марковских процессов с 

квазирациональной спектральной плотностью. 

Методы решения задачи. Задачи оптимальной линейной фильтрации, 

экстраполяции и интерполяции допускают эффективные решения, 

задаваемые явными формулами для оптимальных линейных операторов 

фильтрации, экстраполяции и интерполяции в случае, когда спектральные 
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плотности исследуемых процессов являются рациональными функциями [5]. 

Этот факт хорошо известен, менее известно, что явные формулы 

экстраполяции могут быть получены для некоторых классов стационарных 

процессов с нерациональными спектральными плотностями [6-8], и 

практически неизвестны явные формулы фильтрации и интерполяции для 

процессов с нерациональным спектром. 

В настоящей работе построен оператор фильтрации для процессов ρ(t) 

с квазирациональным спектром вида: 

( ) ( )
2

0
1 k

m
i g

k
k

Q ef − ω

=
ρρ ω = ω∑  ,                                        (1)  

где Qk(ω) – многочлены степени qk; gk – действительные числа: 

0 1 20 ... mg g g g< < < <=  и все корни квазиполинома ( ) ( )
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k

m
i g

k
k

G Q e− ω

=

ω = ω∑  

расположены в открытой верхней полуплоскости Н+. 

Известные математики Чеботарев и Мейман [9], исследовавшие 

свойства квазиполиномов, показали, что если все корни квазиполинома 

( ) ,
itG c e µ⋅ων

ν µω = ⋅ ω ⋅∑  расположены в верхней полуплоскости, то у этого 

квазиполинома G(ω) обязательно существует главный член, т.е. такой, в 

котором показатели ν и  tμ одновременно имеют наибольшие значения. Это 

означает, что в формуле (1) 0 kq q≥ , k = 1, 2…m. Для интегрируемости 

спектральной плотности fρρ(ω) вида (1) необходимо также выполнение 

неравенства 0 1 0q − ≥ .  

Задача фильтрации (или сглаживания) заключается в следующем: 

требуется восстановить значения передаваемого (полезного) сигнала ξ(s) в 

момент t+τ (τ ≥ 0 – фильтрация с прогнозом, τ < 0 – фильтрация с 

запаздыванием) по известным в прошлом (т.е. при s ≤ t) значениям 

принимаемого сигнала ρ(s) = ξ(s) + η(s) с квазирациональной спектральной 
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плотностью вида (1). Принимаемый и передаваемый сигналы 

предполагаются стационарными и стационарно связанными процессами. 

Кроме того, предполагается, что стационарный процесс η(s), так называемый 

случайный шум, имеет нулевое среднее значение Мη(s) ≡ 0 и взаимно 

коррелирован с измеряемыми значениями полезного сигнала ξ(s), который 

требуется выделить (отфильтровать) на фоне шума η(s) при условии, что 

процессы η(s) и ξ(s) стационарно связаны и существует взаимная 

спектральная плотность fξη(ω) этих процессов. Взаимная спектральная 

плотность процессов ρ(s) и ξ(s) является рациональной функцией вида: 

 ( ) ( ) 2
1f Sξρ ω = ω ,                                              (2) 

где S(ω) – многочлен степени n. 

Целью поставленной задачи фильтрации является построение 

наилучшей линейной оценки вида: 

( ) ( ){ } ( ) ( ), 0 itt t s s e Ф dZτ

∞ ω

−∞
ξ + τ = ρ − ≥ = ω ω∫ L ,               (3) 

где L – линейный оператор фильтрации, Фτ(ω)– спектральная характеристика 

фильтрации, Z(ω)–случайная функция с некоррелированными приращениями 

из спектрального представления передаваемого сигнала  

( ) ( )itt e dZ
∞ ω

−∞
ρ = ω∫ .                                          (4) 

Процессы с квазирациональной спектральной плотностью (1) являются 

естественным расширением и вместе с тем существенным обобщением 

класса процессов с рациональным спектром. Они служат математической 

моделью случайных флуктуаций, происходящих в сложных системах 

дискретно–непрерывного типа, управляемых стохастическими 

дифференциально – разностными уравнениями вида: 

( ) ( )
0

m

j j
j

d dQ t g b t
dt dt=

  ρ − = 
 

∑  , 
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где b(t) – белый шум. 

Кроме того, класс (1) представляет собой подкласс L–марковских 

процессов относительно семейства полубесконечных интервалов на прямой 

[ ]2; 2m mL g g= −  [4]. А именно, в работе автора [7] доказано, что процесс со 

спектральной плотностью (1) является L-марковским, так как её знаменатель 

– квазиполином ( ) 2
G ω  - является целой функцией экспоненциального типа. 

Более того, при определенных значениях параметров gk и Qk(ω), k = 0, 1, 2…m 

класс (1) является подклассом фрактальных процессов, что показано в работе 

[7]. 

Построение наилучшей линейной оценки (3) заключалось в получении 

формулы для спектральной характеристики фильтрации Фτ,(ω) которая 

устанавливалась в соответствии с известными требованиями А. Яглома, 

доставляющими следующие достаточные условия того, чтобы некоторая 

функция комплексного переменного являлась спектральной характеристикой 

фильтрации [6]:  

в случае ограниченной спектральной плотности fρρ(ω) для того, чтобы 

функция Фτ(ω) была спектральной характеристикой фильтрации, 

достаточно выполнение следующих условий: а) функция Фτ(ω) – 

аналитическая в нижней полуплоскости H −  и при ω → ∞  в этой 

полуплоскости растет не быстрее, чем некоторая степень ω ; б) функция 

( ) ( ) ( ) ( )ie f Ф fτω
τ ξρ τ ρρΨ ω = ω − ω ⋅ ω  – аналитическая в верхней полуплоскости 

Н + и при ω → ∞  в этой полуплоскости убывает быстрее, чем  1− −εω ,  ε > 0; 

в) ( ) ( )2
Ф f

∞

τ ρρ−∞
ω ⋅ ω < ∞∫ . 

В работе [6] была построена спектральная характеристика фильтрации 

Фτ(ω) в случае рациональных спектральных плотностей fξρ(ω) и fρρ(ω); в 

данной работе эти требования были эффективно применены для нахождения 
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спектральной характеристики фильтрации Фτ(ω) с прогнозом, т.е. при τ > 0 в 

случае квазирациональной спектральной плотности fρρ(ω) вида (1) и 

рациональной совместной спектральной плотности fξρ(ω) вида (2). 

Поскольку функция ( )τΨ ω  согласно требованию б) не может иметь 

особенностей в Н+, то числитель искомой спектральной характеристики 

Фτ(ω) должен содержать множитель, все нули которого сокращались бы с 

корнями квазиполинома G(ω), причем кратности этих корней должны 

совпадать. Более того, чтобы удовлетворить требованию в) и обеспечить 

выполнение требований аналитичности Фτ(ω) и ( )τΨ ω  в H −  и Н+ 

соответственно, целесообразно принять в качестве спектральной 

характеристики фильтрации с прогнозом (τ > 0) и при τ = 0 функцию вида: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
k

m i g
kk

Ф P G S P Q e S− ω
τ =

 ω = ω ⋅ ω ω = ω ⋅ ω ω    ∑       (5) 

В формуле (5) Р0(ω) – многочлен степени n – 1 (n – степень S(ω)).  

Нетрудно видеть, что такой выбор степени полинома Р0(ω) 

одновременно обеспечит необходимый порядок роста Фτ(ω) в Н - и убывания 

( )τΨ ω  в Н+.  

Аналитичность функции ( )τΨ ω  в Н+ (требование б) обеспечивается 

следующим образом. Выпишем окончательную формулу для ( )τΨ ω , 

учитывая вид (5) для Фτ(ω): 

 ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

0
00

2 2 2
1 1

k

m
i g

ik
i k

P Q e e G P S
e

SS G S G

− ω
τω

τω =
τ

ω ⋅ ω
⋅ ω − ω ω

Ψ ω = ⋅ − ⋅ =
ωω ω ω ⋅ ω

∑

.
 (6) 

Из этой формулы видим, что поскольку все корни квазиполинома 

( )G ω  и полинома ( )S ω  расположены только в нижней полуплоскости H − , 

то, чтобы функция ( )τΨ ω  не имела корней в верхней полуплоскости Н+, 

достаточно того, чтобы её числитель обращался в нуль во всех n корнях 
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многочлена S(ω) из Н+. Это приводит к системе n линейных алгебраических 

уравнений, доставляемых условием ( ) ( ) ( )0 0
k

ie G P Sτω

ω=γ
 ⋅ ω − ω ω =   , где γk – 

корни полинома S(ω) из Н+. 

Результаты работы. Продемонстрируем применение формул (3-6) для 

построения спектральной характеристики фильтрации Фτ(ω) на примере 

спектральных плотностей: 

 ( ) ( ) 2 2 21 1f Sξρ  ω = ω = ω + γ   ,                               (7) 

где γ > 0, а спектральная плотность принимаемого сигнала является 

квазирациональной спектральной плотностью вида: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22 2
0 1 21 1 i if V V V e V e− ω − ω

ρρ ω = ω = ω + ω + ω  .                 (8) 

В формуле (8) многочлены V0(ω), V1(ω) и V2(ω) имеют вид:   

 ( ) ( )0 ω ω ω BV b c i d a c id A− − −= + =ω + +  ; ( )1 2V aω =  ; 

 ( ) ( )2 ω ω DV d ci bi a c di C− − + + =ω = + +  , то есть комплексные числа A, D, 

C, D равны: ( )A d i b c= + −  ; B a c id= − −  ; C d ci bi= − −  ; D a c di= + +  ,  

а действительные числа a, b, c и d связаны неравенствами: 

b > a > 0 ,   c > 0 ,   d > 0 ,                                           (9) 

обеспечивающими принадлежность всех корней квазиполинома 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 1 2

i iV V V e V e− ω − ωω = ω + ω + ω  верхней полуплоскости. Факт 

достаточности условий (9) для принадлежности корней квазиполинома 

верхней полуплоскости доказан автором в работе [10] и является 

существенным допущением при построении спектральной характеристики 

фильтрации Фτ(ω), являющейся главной частью в формуле оптимального 

оператора фильтрации. 

Итак, в соответствии с достаточными условиями, наложенными выше 

на скорости возрастания функции Фτ(ω) в нижней полуплоскости H −  (пункт 

а) и убывания связанной с ней функции: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )ie f Ф fτω
τ ξρ τ ρρΨ ω = ω − ω ⋅ ω                            (10) 

в верхней полуплоскости Н+ (пункт б), приходим к заключению, что 

спектральную характеристику фильтрации с прогнозом следует 

рассматривать в виде: 

 ( ) ( ) [ ]Ф V iτ ω = α ⋅ ω ω − γ                                 (11) 

(γ > 0 по определению многочлена ( )S iω = ω − γ  ). 

Нетрудно видеть, что, поскольку τ > 0, то Фτ(ω) будет возрастать в H −  

при ω → ∞  не быстрее, чем некоторая степень ω , а функция  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2ie V i Vτω
τ

  Ψ ω = ω − α ⋅ ω + γ ω + γ ω                (12) 

будет убывать в Н+ быстрее, чем 1− −εω , ε > 0. В формулах (11) – (12) α – 

неизвестное пока число. Таким образом, требования а) и б), касающиеся 

характера роста Фτ(ω) и убывания ( )τΨ ω , выполнены. 

Чтобы удовлетворить и требованиям аналитичности Фτ(ω) в H −  и 

( )τΨ ω  в Н+, достаточно потребовать обращения в нуль числителя функции 

( )τΨ ω  в полюсах этой функции, принадлежащих верхней полуплоскости, 

т.е. в точке ω = γi. 

Из формулы (11) видим, что поскольку i H +ω = γ ∈  и, значит, полюсов 

функции Фτ(ω) в H −  нет, то эта функция будет аналитической в нижней 

полуплоскости. 

Итак, число α в формуле (12) находится из уравнения: 

( ) ( ) 0i

i
e V iτω

ω=γ
 ⋅ ω − α ⋅ ω + γ =   , решая которое, найдем: 

 ( ) ( ) 22 2e Bi A aie Di C e−γτ −γ − γ α = − γ − γ + + − γ  .                (13) 

Таким образом, спектральная характеристика фильтрации с прогнозом 

(τ > 0) имеет вид (11), где комплексное число α задается формулой (13). 
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Чтобы получить оптимальный оператор фильтрации с прогнозом, 

подставим в формулу (3) представление спектральной характеристики 

фильтрации в виде (11): 

( ) ( ){ } ( ) ( )
( )

( )
1

; , 0
i t

it A B a et t s s e dZ dZ
i i

ω −
∞ ∞ω

−∞ −∞

α ⋅ ω + 2 α
ξ τ = ρ − ≥ = ω + ω +

ω − γ ω − γ∫ ∫ L  

 ( ) ( )

( )
2

1 2 3

i tС D e
dZ J J J

i

ω −
∞

−∞

α ω +
+ ω = + +

ω − γ∫  . 

Рассмотрим первый интеграл J1: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

it
it itA A i A i B e dZ

J e dZ A e dZ A i B
i i

ω
∞ ∞ ∞ω ω

−∞ −∞ −∞

ωα − α γ + α γ + α ω
= ω = α ω + α γ + α

ω − γ ω − γ∫ ∫ ∫  (14) 

Первый интеграл в (14) согласно спектральному представлению (4) 

принимаемого сигнала ρ(s) представляет собой значение этого сигнала в 

точке s = t: ρ(t). Дробь ( )1 iω − γ    во втором интеграле в формуле (14) 

заменим несобственным интегралом вида: ( ) ( )
0

1 i si i e ds
∞ − γ+ ωω − γ = ∫ . Тогда 

получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

it
i s i t sit se dZ

e i e dsdZ i e e dZ
i

ω
∞ ∞ ∞ ∞ ∞− γ+ ω ω −ω −γ

−∞ −∞ −∞

ω  = ⋅ ω = ⋅ ω  ω − γ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

В квадратной скобке в силу формулы (4) имеем значение сигнала ρ(u) в 

точке u = t – s и потому интеграл J1 равен:  

( ) ( ) ( )1 0

sJ A t i A i B e t s ds
∞ −γ= α ⋅ρ + α γ + α ρ −∫  

Интегралы J2 и J3 находятся аналогично: 
( )

( ) ( )
1

2 0
2 2 1

i t
seJ a dZ a i e t s ds

i

ω −
∞ ∞ −γ

−∞
= α ω = α ρ − −

ω − γ∫ ∫ ;

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

3 0
2 2

i t
sС D e

J dZ C t i C i D e t s ds
i

ω −
∞ ∞ −γ

−∞

α ω +
= ω = α ρ − + α γ + α ρ − −

ω − γ∫ ∫ . 

Итак, оптимальный оператор фильтрации задается формулой: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 3 0 0

; 2 s
jj

t J J J A t C t F e t s j ds
∞ −γ

=
ξ τ = + + = α ρ + ρ − + ρ − −   ∑ ∫ , (15) 

где                 ( )0F Bi A= α − γ ;  1 2F a i= α ;  ( )2F Di C= α − γ ,                      (16) 

число α задается формулой (13), а числа A, B, C, D определены в объяснении 

к формуле (8). 

Заключение. Таким образом, в работе построена стохастическая 

модель оптимального оператора фильтрации с прогнозом для L-марковского 

процесса с квазирациональной спектральной плотностью. При решении 

задачи фильтрации использовались методы построения спектральных 

характеристик, разработанные математиком А. М. Ягломом, теория функций 

комплексного переменного и спектральный анализ случайных процессов. 

Показано, что оператор фильтрации с прогнозом представляет собой сумму 

линейной комбинации значений принимаемого сигнала в некоторые моменты 

времени и интеграла от экспоненциально затухающей весовой функции. 

Оператор фильтрации с прогнозом может быть реализован в аналоговом 

частотно-селективном тракте радиоприемника с адаптивной полосой 

пропускания; в адаптивном фазовом автоподстройщике частоты; в качестве 

следящего фильтра за движущимися объектами в КВ-связи; в GPS-

приемниках и других радиосистемах. 
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